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Resumo
Neste trabalho objetivamos demonstrar que, em qualquer octo´gono, existem dois qua-
drila´teros internos a ele associados, que possuem a propriedade de serem iso-ortodia-
gonais, sendo um deles proposto por [6] e o outro por [10], ambos oriundos de variac¸o˜es
do Teorema de Van Aubel. Mostramos tambe´m que existe uma relac¸a˜o entre estes
dois quadrila´teros internos ao octo´gono, envolvendo as diagonais dos mesmos. Para as
provas destas propriedades de natureza geome´trica, utilizamos os conteu´dos de veto-
res e de nu´meros complexos. Utilizamos, primeiramente, o software GeoGebra para a
verificac¸a˜o visual das propriedades dos quadrila´teros para que em seguida pude´ssemos
demonstra´-las.




In this research we aim to demonstrate that, in any octagon, there are two internal
quadrilaterals associated with them, which has as its property are iso-orthodiagonals,
where one of them being proposed by [6] and another by [10], both coming from the
Theorem of Van Aubel’s variations. We also show that there is a relation between
these two quadrilateral internal to the octagon involving the diagonals of the same.
For the proofs of the properties of geometric nature, we use the contents of vectors and
complex numbers. We use first the software GeoGebra to visual check of quadrilaterals
proprieties and then demonstrate them.
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Introduc¸a˜o
No estudo da matema´tica, os alunos do ensino fundamental II comec¸am a criar
prefereˆncias por determinados assuntos, como por exemplo, a a´lgebra ou a geome-
tria. Neste per´ıodo, o docente inicia o processo de apresentac¸a˜o de demonstrac¸o˜es de
fo´rmulas e teoremas.
E, quando eles gostam e enveredam para a matema´tica, e´ a partir desse momento
que eles comec¸am a escolher qual ramo a seguir. Sendo que, se optarem pela geometria,
existe uma grande tendeˆncia de demonstrarem resultados em matema´tica por meio de
subs´ıdios geome´tricos. Acontecendo o mesmo para quem preferir a a´lgebra.
Como a matema´tica e´ muito rica em conteu´dos, existem va´rios teoremas que na˜o
sa˜o repassados nas se´ries dos ensinos fundamental e me´dio, apesar de serem plaus´ıveis
de serem compreendidos a tais se´ries. Estes sa˜o estudados no ensino superior ou sa˜o
conhecidos pela curiosidade humana. E´ o caso dos teoremas dos quadrila´teros iso-
ortodiagonais, de cunho geome´trico, e que vamos analisar neste trabalho realizando
conexo˜es com outros assuntos, como nu´meros complexos e vetores.
No cap´ıtulo 1, explanamos um breve resumo de vetores, apenas analisado o sufi-
ciente para a demonstrac¸a˜o do teorema do quadrila´tero iso-ortodiagonal. Principia-
mos da definic¸a˜o de vetores no plano ate´ operac¸o˜es com vetores: adic¸a˜o, subtrac¸a˜o
e multiplicac¸a˜o de um vetor por um escalar, finalizando este cap´ıtulo com algumas
propriedades.
No cap´ıtulo 2, fazemos uma revisa˜o de nu´meros complexos, comec¸ando pela neces-
1
Introduc¸a˜o
sidade humana da criac¸a˜o dos conjuntos nume´ricos, definindo a unidade imagina´ria (i),
e depois sua forma alge´brica. Depois, mostramos as operac¸o˜es partindo da igualdade,
adic¸a˜o ate´ a multiplicac¸a˜o de nu´meros complexos. Antes de mostrar a divisa˜o, defini-
mos o conjugado com algumas propriedades. Logo apo´s, finalizamos as operac¸o˜es com
as poteˆncias de i. Continuamos a revisa˜o com a representac¸a˜o geome´trica detalhando
o plano Argand-Gauss, o mo´dulo e o argumento de um nu´mero complexo, para assim
fazermos a representac¸a˜o trigonome´trica (ou polar). Feita a forma polar, mostramos as
operac¸o˜es (multiplicac¸a˜o e divisa˜o) nesta forma, que servira˜o de base para a demons-
trac¸a˜o da primeira fo´rmula de De Moivre (potenciac¸a˜o). Enta˜o, para finalizarmos o
cap´ıtulo, mostramos a segunda fo´rmula de De Moivre (radiciac¸a˜o).
Enfim no cap´ıtulo 3, enunciamos os teoremas objetos deste trabalho e os demons-
tramos utilizando como base os conteu´dos dos cap´ıtulos 1 e 2; utilizando do cap´ıtulo
1, essencialmente, a definic¸a˜o de vetores no plano e da´ı, transformando o vetor em um
nu´mero complexo. Ja´ do cap´ıtulo 2, usamos a adic¸a˜o e a multiplicac¸a˜o de nu´meros
complexos para provar que as diagonais do quadrila´tero sa˜o iguais, como tambe´m, a
rotac¸a˜o de nu´meros complexos.
E por fim, no cap´ıtulo 4, terminamos expondo nossas considerac¸o˜es finais.
No apeˆndice A, por meio de re´gua e compasso, descrevemos um passo a passo para





Neste cap´ıtulo, falaremos da definic¸a˜o de vetores e das operac¸o˜es com vetores:
adic¸a˜o, subtrac¸a˜o e multiplicac¸a˜o de um escalar por um vetor.
1.1 Vetores no Plano
De acordo com [7] e [13], f´ısicos e engenheiros definem vetor como um segmento de
reta orientado. Ja´ segundo [1], tal segmento de reta orientado se representa por flechas,
na qual a direc¸a˜o e o sentido da flecha sa˜o, respectivamente, a direc¸a˜o e o sentido do
vetor; e o comprimento da flecha descreve o comprimento do vetor, tambe´m chamado
de magnitude ou mo´dulo do vetor (figura 1.1 (a)).
O segmento de reta orientado
−→
AB tem como ponto inicial (ou origem) A e ponto
final B, que sa˜o respectivamente, o ponto de origem e o ponto final do vetor (figura
1.1 (b)).
Alguns livros, para representarem vetores, usam letras minu´sculas em negrito, por
exemplo, u, v, w. Outros livros usam letras maiu´sculas em negrito, como U, V,
W. Ja´ em manuscrito, e´ costume escrever letras minu´sculas com flechas acima, por
exemplo, ~u, ~v, ~w.
3
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(a) Segmento de reta orientado. (b) Vetor.
Figura 1.1 – Segmento de reta orientado e vetor.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Caso os vetores tenham o mesmo comprimento, direc¸a˜o e sentido, enta˜o tais vetores
sa˜o denominados de vetores equivalentes (figura 1.2). Embora estes vetores estejam
em posic¸o˜es diferentes, sera˜o considerados como o mesmo vetor, pois para efeitos de
ca´lculo utilizaremos apenas o comprimento, direc¸a˜o e sentido de cada vetor. Por isso,
podemos chama´-los de vetores iguais.
Figura 1.2 – Vetores equivalentes.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Demonstra-se que um vetor
−→
AB e´ equivalente ao vetor cujo in´ıcio e´ a origem (0, 0)
e cujo ponto final e´ o ponto B − A (figura 1.3).
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Figura 1.3 – Vetor ~AB = B − A.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Pelo fato de que um vetor no plano que possui ponto inicial na origem (0, 0) pode
ser denotado por um par ordenado de nu´meros reais, sendo representado por 〈x, y〉, [7]
define vetores no plano como:
Definic¸a˜o 1.1. Um vetor no plano e´ um par ordenado de nu´meros reais 〈x, y〉. Os
nu´meros x e y sa˜o chamados as componentes do vetor 〈x, y〉.
O mesmo autor relata a existeˆncia de uma correspondeˆncia biun´ıvoca entre os ve-
tores 〈x, y〉 no plano e os pontos (x, y) no plano. Logo, um vetor V pode ser expresso
por
−−→
OV , em que o ponto de origem do vetor seja a origem do plano.
Agora, se um vetor tem o ponto de origem coincidente com o ponto final, enta˜o este
vetor tem comprimento nulo; e o mesmo e´ denominado de vetor nulo ou vetor zero
e sera´ representado por 0 = 〈0, 0〉.
O comprimento de um vetor na˜o nulo V = 〈x, y〉, que e´ simbolizado por |V | ou
‖V ‖, pode ser calculado pela fo´rmula da distaˆncia entre um ponto e a origem, da´ı,
|V | =
√
x2 + y2. (1.1)
Ja´ a direc¸a˜o de um vetor na˜o nulo e´ dada pela angulac¸a˜o α feita do eixo positivo x
ate´ o vetor posic¸a˜o, no sentido anti-hora´rio, sendo que 0 ≤ α < 2pi, com α em radianos.
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No entanto, como essa angulac¸a˜o α pode ser calculada pela fo´rmula da tangente,
enta˜o:
I Se x 6= 0 tem-se tanα = y
x
;
I Se x = 0 e y > 0 tem-se α = pi
2
e
I Se x = 0 e y < 0 tem-se α = 3pi
2
.
As figuras 1.4 (a), 1.4 (b) e 1.4 (c) mostram algumas angulac¸o˜es α poss´ıveis de
vetores e suas representac¸o˜es posicionais trac¸adas.
(a) 0 < α < pi2 . (b)
pi
2 < α < pi. (c) pi < α < 2pi.
Figura 1.4 – Direc¸a˜o de vetores.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Agora, caso o comprimento de um vetor ~v = 〈v1, v2〉 seja igual a 1 (|~v| = 1),
enta˜o ele e´ denominado de vetor unita´rio ou versor. E a angulac¸a˜o α deste vetor
~v = 〈v1, v2〉 com o eixo positivo e´ dada por:
v1 = |~v| · cosα (1.2)
e
v2 = |~v| · senα (1.3)
Das equac¸o˜es 1.2 e 1.3 chegamos a:
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~v = 〈cosα, sen α〉 (1.4)
Enta˜o, podemos concluir disto, que a` medida em que o aˆngulo α varia de 0 ate´ 2pi,
o ponto final do vetor ira´ trac¸ar, em sentido anti-hora´rio, o ciclo trigonome´trico (figura
1.5).
Figura 1.5 – Vetor unita´rio e ciclo trigonome´trico.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
1.2 Operac¸o˜es com Vetores
Entre as va´rias operac¸o˜es com vetores, iremos destacar neste momento a adic¸a˜o e
subtrac¸a˜o de vetores e a multiplicac¸a˜o de um nu´mero real por um vetor.
1.2.1 Adic¸a˜o de Vetores
De acordo com [4]:





BC associa o vetor
−→
AC, designado ~u+ ~v e chamado soma de vetores ~u e ~v.
Para fazer a soma de vetores segundo a definic¸a˜o 1.2, posiciona-se no ponto final
(ponta da flecha) do vetor ~u o ponto inicial do vetor ~v, e da´ı, a soma de vetores e´
o vetor do ponto inicial do vetor ~u ate´ o ponto final do vetor ~v, conforme podemos
perceber na figura 1.6.
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Figura 1.6 – Soma de vetores.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Usando a regra do paralelogramo para a adic¸a˜o de vetores, de acordo com [1],
temos:
Definic¸a˜o 1.3. Se ~u e ~v forem vetores no espac¸o bi ou tridimensional posicionados
de tal modo que seus pontos iniciais coincidem, enta˜o os dois vetores formam lados
adjacentes de um paralelogramo, e a soma ~u + ~v e´ o vetor representado pela flecha
desde o ponto inicial comum de ~u e ~v ate´ o ve´rtice oposto do paralelogramo (figura
1.7).
Figura 1.7 – Soma de vetores pela regra do paralelogramo.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
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Comparando as figuras 1.6 e 1.7 percebemos que a soma de vetores definida por [4]
e a definida por [1] decorrem para o mesmo resultado, conforme podemos observar nas
firuras 1.8 (a), 1.8 (b) e 1.8 (c).
(a) Soma de vetores de [4]. (b) Soma de vetores de [1]
(regra do paralelogramo).
(c) Comparac¸a˜o entre as so-
mas.
Figura 1.8 – Comparativo da soma de vetores de [4] com a de [1].
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Demonstra-se que a adic¸a˜o de vetores ~u = 〈u1, u2〉 e ~v = 〈v1, v2〉, por coordenadas,
e´ feita por:
~u+ ~v = 〈u1 + v1, u2 + v2〉 (1.5)
1.2.2 Subtrac¸a˜o de Vetores
Para definirmos a subtrac¸a˜o de vetores, e´ preciso definir o negativo de um vetor.
De acordo com [7] temos:
Definic¸a˜o 1.4. Se A = 〈a1, a2〉, enta˜o o vetor 〈−a1, −a2〉 e´ definido como o negativo
de A, denotado por −A.
Logo, o negativo de um vetor tem o mesmo comprimento e direc¸a˜o, pore´m com
sentido contra´rio (figura 1.9).
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Figura 1.9 – Vetor negativo ao vetor A.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Da´ı, podemos definir a subtrac¸a˜o de vetores como:
Definic¸a˜o 1.5. Sejam ~u e ~v dois vetores na˜o nulos, a diferenc¸a entre os vetores ~u e
~v, denotado por ~u− ~v, e´ a soma de ~u pelo o negativo do vetor ~v, ou seja:
~u− ~v = ~u+ (−~v) (1.6)
Tal diferenc¸a de vetores e´ representada geometricamente na figura 1.10, em que os
vetores ~u e ~v teˆm o mesmo ponto inicial e a diferenc¸a e´ o segmento orientado do ponto
final do vetor ~v ate´ o ponto final do vetor ~u.
Figura 1.10 – Diferenc¸a de vetores.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
E´ poss´ıvel demonstrar que, dados n vetores V1, V2, . . . , Vn, sendo que cada vetor Vi
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possui como ponto inicial o ponto final do vetor Vi−1, enta˜o a soma dos n vetores e´ o
vetor nulo (figura 1.11).
Figura 1.11 – Soma nula de vetores.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
1.2.3 Multiplicac¸a˜o de um Vetor por um Escalar
Uma outra operac¸a˜o importante dos vetores e´ a multiplicac¸a˜o de um vetor por um
escalar. Esta operac¸a˜o e´ definida por [1] da seguinte forma:
Definic¸a˜o 1.6. Se ~v for um vetor na˜o nulo do espac¸o bi ou tridimensional e k, um
escalar na˜o nulo, enta˜o o mu´ltiplo escalar de ~v por k, denotado por k~v, e´ o vetor de
mesma direc¸a˜o do que ~v, mas cujo comprimento e´ |k| vezes o comprimento de ~v e cujo
sentido e´ o mesmo que o de ~v se k for positivo e o oposto do de ~v se k for negativo.
Se k = 0 ou ~v = 0, enta˜o definimos k~v como sendo 0.
Apo´s definidas as operac¸o˜es da soma de vetores e da multiplicac¸a˜o de um vetor por
um escalar, temos as seguintes propriedades: Sejam ~u, ~v e ~w vetores; e c e k escalares.
1. ~u+ ~v = ~v + ~u;
2. (~u+ ~v) + ~w = ~u+ (~v + ~w);
3. ~u+ 0 = ~u;
4. ~u+ (−~u) = 0;
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5. (ck)~v = c(k~v);
6. c(~v + ~w) = c~v + c~w;
7. (c+ k)~v = c~v + k~v;
8. 1(~u) = ~u.
As demonstrac¸o˜es acima podem ser encontradas em livros dida´ticos de ensino su-
perior de A´lgebra Linear, por exemplo, em [1].
Com estas propriedades finalizamos a revisa˜o de vetores, que julgamos necessa´rias




Conjunto dos Nu´meros Complexos
(C)
Neste cap´ıtulo iremos fazer uma breve revisa˜o de nu´meros complexos, que sa˜o vistos
nos livros [2], [3], [5], [8], [11] e [12], todos volume 3. Este e´ um conteu´do de suma
importaˆncia, pois tambe´m sera´ utilizado para demonstrarmos os teoremas principais
desta dissertac¸a˜o.
2.1 A Necessidade Humana da Criac¸a˜o de Conjun-
tos Nume´ricos
A Matema´tica foi e esta´ evoluindo na medida em que o conhecimento e a necessidade
humana aumentam. Assim foi com o conjunto dos nu´meros naturais, simbolizado por
N, em que o ser humano carecia contar, por exemplo, as ovelhas que iam pastar, no
qual colocava uma pedra em um monte para cada uma que sa´ıa, e ao retornarem o
pastor retirava uma pedra para cada ovelha. Se sobrasse alguma pedra no monte, e´
porque faltava algum animal. Pore´m, quando precisou fazer contas de subtrac¸a˜o, por
exemplo, 7− 9 criou-se um outro conjunto nume´rico - o conjunto dos nu´meros inteiros,
simbolizado por Z.
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Outro problema que surgiu foi o de resolver contas do tipo 6
5
; da´ı construiu-se o
conjunto dos nu´meros racionais, simbolizado por Q. O conjunto Q se mostrou insufici-
ente para a efetuac¸a˜o de alguns ca´lculos do tipo da diagonal de um quadrado de lados
iguais a 1. Diante disso, construiu-se o conjunto dos nu´meros irracionais, simbolizado
por I.
E para agrupar todos esses nu´meros, enta˜o se fez o conjunto dos nu´meros reais,
simbolizado por R.
Agora, o conjunto dos R tambe´m se mostra insuficiente para realizar, por exemplo,
a radiciac¸a˜o de nu´meros negativos em que o ı´ndice do radical e´ par. Logo, para que estes
resultados fossem poss´ıveis, foi imperativo a criac¸a˜o de mais um conjunto nume´rico, o
conjunto dos nu´meros complexos, o qual e´ simbolizado por C.
2.2 O Conjunto dos Nu´meros Complexos (C)
E´ primordial, para que a radiciac¸a˜o constitua algo sempre poss´ıvel, que seja definida
a unidade imagina´ria, representada por i , como sendo i=
√−1. Tal unidade imagina´ria
e´ um nu´mero na˜o real.
Agora, podemos criar um novo conjunto nume´rico: o conjunto dos nu´meros com-
plexos, que sera´ representado por C.
No entanto, ao observar i =
√−1, podemos ver que i2 = −1.
Com isto, podemos resolver equac¸o˜es do 2 ◦ grau ou grau superior que na˜o teˆm
soluc¸a˜o no conjunto dos R.
Todo nu´mero complexo pode ser escrito na forma z = a + bi, com a, b ∈ R e i e´
a unidade imagina´ria definida acima. Esta forma e´ denominada forma alge´brica do
nu´mero complexo z .
O nu´mero real a e´ chamado de parte real de z , e pode ser representado por
Re(z) = a. Ja´ o nu´mero real b e´ chamado de parte imagina´ria de z , e pode ser
representado por Im(z) = b.
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Quando o nu´mero real b e´ igual a zero (b = 0), enta˜o o nu´mero complexo e´ dito
real (z = a); e quando o nu´mero real a e´ igual a zero (a = 0) e o nu´mero real b e´
diferente de zero (b 6= 0), enta˜o o nu´mero complexo e´ dito imagina´rio puro (z = bi).
Considerando que todo nu´mero real pode ser escrito na forma de um nu´mero com-
plexo como z = a+ 0i, enta˜o pode-se inferir que: R ⊂ C.
2.3 Operac¸o˜es com Nu´meros Complexos
Antes de falarmos sobre as operac¸o˜es com nu´meros complexos, e´ importante men-
cionar a igualdade de nu´meros complexos.
2.3.1 Igualdade de Nu´meros Complexos
Sejam dois nu´meros complexos z1 = a + bi e z2 = c + di, com a, b, c e d ∈ R. Tais
nu´meros complexos sera˜o iguais se, e somente se, as suas partes reais sa˜o iguais, bem
como se as suas partes imagina´rias sa˜o iguais, ou seja,




Agora que foi definida a igualdade de dois nu´meros complexos, podem-se mostrar
as operac¸o˜es.
2.3.2 Adic¸a˜o de Nu´meros Complexos
Considere dois nu´meros complexos z1 = a+ bi e z2 = c+ di, com a, b, c e d ∈ R. A
adic¸a˜o de nu´meros complexos e´ feita somando a parte real de z1 com a parte real de
z2; e a parte imagina´ria de z1 com a parte imagina´ria de z2, ou seja,
z1 + z2 = (a+ c) + (b+ d)i (2.2)
Logo, a adic¸a˜o de mais do que dois nu´meros complexos se dara´ pelo mesmo enten-
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dimento, somando as partes reais com as partes reais e as partes imagina´rias com as
partes imagina´rias de cada nu´mero complexo.
2.3.3 Subtrac¸a˜o de Nu´meros Complexos
Seja o nu´mero complexo z2 = c+ di, com c, d ∈ R; denotamos como oposto de um
nu´mero complexo o nu´mero −z2 = −(c+ di).
Da´ı, a subtrac¸a˜o de dois nu´meros complexos z1 = a+ bi e z2 = c+ di, com a, b, c e
d ∈ R, e´ feita por meio da adic¸a˜o de z1 com o oposto de z2, ou seja,
z1 + (−z2) = z1 − z2 = (a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i (2.3)
2.3.4 Multiplicac¸a˜o de Nu´meros Complexos
Sejam os nu´meros complexos z1 = a + bi e z2 = c + di, com a, b, c e d ∈ R. A
multiplicac¸a˜o entre nu´meros complexos e´ feita atrave´s da propriedade distributiva da
multiplicac¸a˜o, lembrando que i2 = −1. Logo,
z1 · z2 = (a+ bi) · (c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i (2.4)
Portanto, a multiplicac¸a˜o de mais de dois nu´meros complexos sera´ usado o mesmo
entendimento, ou seja, por meio da propriedade distributiva.
2.3.5 Conjugado de um Nu´mero Complexo (z)
Para se obter o conjugado de um nu´mero complexo z = a+ bi, com a, b ∈ R, basta
fazer apenas o oposto da parte imagina´ria. Tal conjugado e´ representado por z, ou
seja,
z = a− bi (2.5)
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Sejam os nu´meros complexos z1 = a+ bi e z2 = c+ di, com a, b, c, d ∈ R. Algumas
propriedades importantes de z sa˜o:
XO conjugado do conjugado de um nu´mero complexo z e´ igual ao pro´prio nu´mero
complexo, ou seja, z = z;
Demonstrac¸a˜o. Seja z = a+ bi, com a, b ∈ R
z = a+ bi
z = a− bi
z = a+ bi
z = z
XO produto entre um nu´mero complexo z na˜o nulo e seu conjugado e´ sempre um
nu´mero real positivo, a saber, z · z = a2 + b2.
Demonstrac¸a˜o. Seja z = a+ bi, com a, b ∈ R.
Calculando o produto z · z temos:
z · z = (a+ bi) · (a− bi)
z · z = a2 − (bi)2
z · z = a2 − b2i2 = a2 + b2.
Como a e b sa˜o nu´meros reais, enta˜o z · z e´ um nu´mero real.
XO conjugado da soma e´ a soma dos conjugados, ou seja, (z1 + z2) = (z1) + (z2).
Demonstrac¸a˜o. Sejam z1 = a+ bi e z2 = c+ di, com a, b, c, d ∈ R.
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Temos:
z1 + z2 = (a+ c) + (b+ d)i
z1 + z2 = (a+ c)− (b+ d)i
z1 + z2 = a− bi+ c− di
z1 + z2 = z1 + z2.
XO conjugado da diferenc¸a e´ a diferenc¸a dos conjugados, ou seja, (z1 − z2) =
(z1)− (z2).
Demonstrac¸a˜o. Sejam z1 = a+ bi e z2 = c+ di, com a, b, c, d ∈ R.
Temos:
z1 − z2 = (a− c) + (b− d)i
z1 − z2 = (a− c)− (b− d)i
z1 − z2 = a− bi− (c− di)
z1 − z2 = z1 − z2.
XO conjugado do produto e´ o produto dos conjugados, ou seja, (z1 · z2) = (z1)·(z2).
Demonstrac¸a˜o. Sejam z1 = a+ bi e z2 = c+ di, com a, b, c, d ∈ R.
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Temos:
z1 · z2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i
z1 · z2 = (ac− bd)− (ad+ bc)i
z1 · z2 = ac− bci− bd− adi
z1 · z2 = (a− bi)c− (b+ ai)d
z1 · z2 = (a− bi)c− (a− bi)di
z1 · z2 = (a− bi) · (c− di)
z1 · z2 = z1 · z2.
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c2 + d2
∣∣∣c+ di
−c2 −cdi c− di
−cdi + d2
cdi + d2 i2






























2.3.6 Divisa˜o de Nu´meros Complexos
O quociente entre dois nu´meros complexos z1 e z2, pode ser obtido multiplicando o
numerador e o denominador pelo conjugado de z2, como foi feito na demonstrac¸a˜o da
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2.3.7 Poteˆncias de i
Lembrando que i2 = −1, calculando algumas poteˆncias de i, e usando as proprie-
dades da potenciac¸a˜o no conjunto R, temos que:
i0 = 1 i4 = i2 · i2 = (−1) · (−1) = 1
i1 = i i5 = i4 · i = 1 · i = i
i2 = −1 i6 = i3 · i3 = (−i) · (−i) = i2 = −1
i3 = i2 · i = (−1) · i = −i i7 = i6 · i = (−1) · i = −i
Percebe-se que a cada ciclo de quatro poteˆncias os resultados se repetem.






Portanto, para o ca´lculo da poteˆncia de in, com n ∈ Z e n ≥ 4, divide-se n por 4,




2.4 Representac¸a˜o Geome´trica de um Nu´mero Com-
plexo
Para a representac¸a˜o geome´trica de um nu´mero complexo z = a+ bi, com a, b ∈ R,
e´ primordial detalhar sobre relac¸a˜o biun´ıvoca de z e do plano Argand-Gauss.
Nos estudos independentes de Gauss e Jean Robert Argand, ambos conseguiram
perceber uma associac¸a˜o entre a parte real e a parte imagina´ria de um nu´mero complexo
z = a+ bi, com a, b ∈ R, com as coordenadas de um ponto no plano cartesiano.
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Da´ı, como a cada nu´mero real pode-se associar um u´nico ponto da reta real, tem-
se que a cada nu´mero complexo z associa-se a um u´nico ponto z = (a, b) do plano
cartesiano, gerando assim uma relac¸a˜o biun´ıvoca entre z e o plano cartesiano. Este
ponto z e´ denominado de afixo de z ou de imagem geome´trica de z.
E, em homenagem a esses dois matema´ticos, decidiu-se chamar esse plano de plano
Argand-Gauss ou plano complexo. A parte real de z e´ representada no eixo das
abscissas, chamado de eixo real (Re) e a parte imagina´ria de z e´ representada no
eixo das ordenadas, chamado de eixo imagina´rio (Im).
Portanto, a representac¸a˜o geome´trica de z esta´ descrita na figura 2.1.
Figura 2.1 – Plano Argand-Gauss.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
2.5 Mo´dulo de um Nu´mero Complexo (|z| ou ρ)
O mo´dulo de um nu´mero complexo z = a+ bi, com a, b ∈ R, representa a distaˆncia
entre a origem O = (0, 0) do plano Argand-Gauss e o afixo z = (a, b) (figura 2.2).
O mo´dulo e´ representado por |z| ou ρ (leˆ-se: roˆ). E pode ser determinado pelo
teorema de Pita´goras, ou seja,
|z| =
√
a2 + b2 (2.7)
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Figura 2.2 – Mo´dulo de z.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
2.6 Argumento de um Nu´mero Complexo (Arg(z))
Sejam o nu´mero complexo na˜o nulo z = a + bi, com a, b ∈ R, cujo afixo e´ z =
(a, b), a origem do plano complexo O = (0, 0) e o semieixo real positivo. O aˆngulo θ
(0 ≤ θ < 2pi) formado por (−→Oz) com (−→Ox), no sentido anti-hora´rio, e´ denominado de
argumento de z, e e´ indicado por Arg(z), conforme figura 2.3.
Figura 2.3 – Argumento.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
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Ao observar a figura 2.3, percebe-se que para determinar o Arg(z) basta utilizar










2.7 Representac¸a˜o Trigonome´trica ou Polar de um
Nu´mero Complexo
Como foi visto anteriormente, sabemos que a representac¸a˜o alge´brica de um nu´mero
complexo e´ z = a + bi, com a, b ∈ R, que o mo´dulo e´ ρ e que o argumento e´ obtido
pelas equac¸o˜es 2.8 e 2.9, em que estas u´ltimas podem ser manipuladas para:
a = ρ · cos θ (2.10)
e
b = ρ · sen θ (2.11)
Agora, substituindo a e b, da representac¸a˜o alge´brica de um nu´mero complexo,
pelas equac¸o˜es 2.10 e 2.11, temos:
z = ρ · cos θ + (ρ · sen θ)i
z = ρ · (cos θ + i · sen θ) (2.12)
Essa u´ltima equac¸a˜o 2.12 representa a forma trigonome´trica de um nu´mero
complexo, tambe´m chamada de forma polar de um nu´mero complexo.
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2.8 Operac¸o˜es com Nu´meros Complexos na Forma
Trigonome´trica






Considere dois nu´meros complexos na˜o nulos representados na sua forma polar
z1 = ρ1(cos θ1 + i · sen θ1) e z2 = ρ2(cos θ2 + i · sen θ2), e da´ı fac¸amos o produto entre
eles.
z1 · z2 = ρ1(cos θ1 + i · sen θ1) · ρ2(cos θ2 + i · sen θ2)
z1 · z2 = ρ1ρ2
[
cos θ1 · cos θ2 + i2 · sen θ1 · sen θ2 + i · sen θ1 · cos θ2 + i · sen θ2 · cos θ1
]
z1 · z2 = ρ1ρ2
[
(cos θ1 · cos θ2 − sen θ1 · sen θ2) + i · (sen θ1 · cos θ2 + sen θ2 · cos θ1)
]
z1 · z2 = ρ1ρ2
[
cos(θ1 + θ2) + i · sen (θ1 + θ2)
]
(2.13)
A equac¸a˜o 2.13, representa a multiplicac¸a˜o entre dois nu´meros complexos na forma
polar. Tal equac¸a˜o pode ser generalizada para n nu´meros complexos na forma polar,
gerando a equac¸a˜o:
z1 · z2 · · · zn = ρ1ρ2 · · · ρn
[
cos(θ1 + θ2 + · · ·+ θn) + i · sen (θ1 + θ2 + · · ·+ θn)
]
(2.14)
Pode-se concluir enta˜o que a multiplicac¸a˜o de dois nu´meros complexos z1 = ρ1 ·
(cos θ1 + i · sen θ1) e z2 = ρ2 · (cos θ2 + i · sen θ2) na forma polar, em que ρ1 = 1,
equivale a` rotac¸a˜o de z2 de θ1 graus, no sentido anti-hora´rio, em relac¸a˜o a` origem do
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plano (figura 2.4).
Figura 2.4 – Interpretac¸a˜o geome´trica de z1 · z2.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
2.8.2 Divisa˜o
Sejam dois nu´meros complexos na˜o nulos representados na sua forma polar por





ρ1(cos θ1 + i · sen θ1)






· (cos θ1 + i · sen θ1)
(cos θ2 + i · sen θ2) ·
(cos θ2 − i · sen θ2)






· (cos θ1 · cos θ2 − i
2 · sen θ1 · sen θ2 + i · sen θ1 · cos θ2 − i · sen θ2 · cos θ1)








cos θ1 · cos θ2 + sen θ1 · sen θ2 + i · (sen θ1 · cosθ2 − sen θ2 · cos θ1)
]








cos(θ1 − θ2) + i · sen (θ1 − θ2)
]
(2.15)
Logo, a equac¸a˜o 2.15 representa a divisa˜o entre dois nu´meros complexos na forma
polar.






= θ1 − θ2. (2.16)
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O resultado da divisa˜o de dois nu´meros complexos z1 = ρ1 · (cos θ1 + i · sen θ1) e
z2 = ρ2 · (cos θ2 + i · sen θ2) na forma polar, em que ρ1 = 1 e θ2 > θ1, equivale a` rotac¸a˜o
de z2 de θ1 graus, no sentido hora´rio, em relac¸a˜o a` origem do plano (figura 2.5).




Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.





ortogonais, primeiramente, transferimos eles para a origem, tomando B −A e D − C,
respectivamente (figura 2.6). Em seguida, tomamos os nu´meros complexos correspon-
dentes aos afixos B − A e D − C, denotados por b− a e d− c, respectivamente.
Enfim, para que sejam ortogonais, verificamos a igualdade:
b− a = i · (d− c)
ou
b− a = (−i) · (d− c)
No 1o caso,
−→
AB e´ igual ao vetor
−−→
CD rotacionado 90◦ no sentido anti-hora´rio.
No 2o caso,
−→
AB e´ igual ao vetor
−−→
CD rotacionado 90◦ no sentido hora´rio.
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Figura 2.6 – Ortogonalidade de vetores por nu´meros complexos.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
2.8.3 Potenciac¸a˜o (Primeira Fo´rmula de De Moivre)
Considere o nu´mero complexo na˜o nulo z = ρ(cos θ + i · sen θ) em sua forma polar.
Se elevarmos z ao quadrado, temos que, pela multiplicac¸a˜o de nu´meros complexos
na forma polar, o resultado e´:
z2 = z · z
z2 =
[
ρ · (cos θ + i · sen θ)
]2
z2 = ρ · (cos θ + i · sen θ) · ρ · (cos θ + i · sen θ)
z2 = ρρ ·
[









cos(2θ) + i · sen (2θ)
]
(2.17)
Como a quantidade de argumentos de z a se somar e´ igual ao expoente da poteˆncia
de z, suspeita-se que ao elevarmos z a um nu´mero inteiro n o resultado sera´:
zn = ρn
[
cos(nθ) + i · sen (nθ)
]
(2.18)
Para tal afirmac¸a˜o, iremos dividir a demonstrac¸a˜o em dois casos.
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Demonstrac¸a˜o: 1o Caso: Nu´mero n inteiro na˜o negativo (n ≥ 0).
Faremos a demonstrac¸a˜o pelo Princ´ıpio de Induc¸a˜o Finita (P.I.F.) em n.
Observe que:
I n = 0⇒ z0 = 1 = ρ0 · (cos θ + i · sen θ)0 = ρ0 ·
[
cos(0 · θ) + i · sen (0 · θ)
]
I n = 1⇒ z1 = ρ1 · (cos θ + i · sen θ)1 = ρ1 ·
[
cos(1 · θ) + i · sen (1 · θ)
]
I n = 2⇒ z2 = ρ2 · (cos θ + i · sen θ)2 = ρ2 ·
[
cos(2 · θ) + i · sen (2 · θ)︸ ︷︷ ︸
Equac¸a˜o 2.17
]
I n = 3⇒ z3 = ρ3 · (cos θ + i · sen θ)3
z3 = ρ2 · (cos θ + i · sen θ)2︸ ︷︷ ︸
n=2
· ρ1 · (cos θ + i · sen θ)1︸ ︷︷ ︸
n=1
z3 = ρ2 · ρ1 ·
[




cos(1 · θ) + i · sen (1 · θ)
]
z3 = ρ3 ·
[
cos(3 · θ) + i · sen (3 · θ)
]
Suponha que vale para algum k natural positivo qualquer, tal que:
zk = ρk
[
cos(k · θ) + i · sen (k · θ)
]
(Hip.)
Agora, devemos demonstrar que vale para k + 1.
















(k + 1) · θ
]
+ i · sen
[
(k + 1) · θ
]}
Logo, a propriedade vale para k+ 1. Portanto, pelo P.I.F., a sentenc¸a e´ va´lida para
todo nu´mero n inteiro na˜o negativo (n ≥ 0).
2o caso: Nu´mero n inteiro negativo (n < 0).
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Pelas propriedades de potenciac¸a˜o no conjunto R, sabemos que zn = 1
z−n .





cos(−n · θ) + i · sen (−n · θ)
]
zn =
1 · (cos 0 + i · sen 0)
ρ−n ·
[





· (cos 0 + i · sen 0)[
cos(−n · θ) + i · sen (−n · θ)
] ·
[
cos(−n · θ)− i · sen (−n · θ)
]
[









0− (−n · θ)
]
+ i · sen
[
0− (−n · θ)
]}
zn = ρn ·
[
cos(n · θ) + i · sen (n · θ)
]
Logo, tambe´m vale para n < 0.
Portanto, pelo 1o e 2o caso, a propriedade zn =
[
ρ(cos θ + i · sen θ)]n e´ va´lida para
todo nu´mero n inteiro.
A equac¸a˜o 2.18 e´ conhecida como a primeira fo´rmula de De Moivre. A qual tambe´m
pode ser escrita como:
zn =
[
ρ(cos θ + i · sen θ)]n (2.19)
2.8.4 Radiciac¸a˜o (Segunda Fo´rmula de De Moivre)
Sejam dois nu´meros complexos na˜o nulos z e w, e um nu´mero n inteiro positivo
(n > 1). O nu´mero complexo w e´ raiz n-e´sima do nu´mero complexo z se, e somente
se, wn = z.
Considerando o nu´mero complexo na˜o nulo z = ρ · (cos θ + i · sen θ) em sua forma
trigonome´trica e n um nu´mero inteiro positivo, demonstra-se que as ra´ızes n-e´simas de
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(θ + k · 2pi
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)
+ i · sen










(θ + k · 2pi
n
)
+ i · sen




com k = 0, 1, 2, . . . , (n− 1).




Associados a um Octo´gono
Qualquer
Iniciaremos este cap´ıtulo abordando um teorema que foi fonte inspiradora para
demonstrarmos os resultados deste trabalho, o Teorema de Van Aubel. Procederemos
a` demonstrac¸a˜o do mesmo pela similaridade que possui com as provas dos resultados
principais que seguira˜o depois.
Teorema 3.1 (Van Aubel). Dado um quadrila´tero qualquer em um plano, a partir
de cada lado desenhamos um quadrado sobre ele. Enta˜o os segmentos que se unem
aos centros dos quadrados localizados em lados opostos teˆm o mesmo comprimento e
tambe´m sa˜o perpendiculares (figura 3.1).
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Figura 3.1 – Teorema de Van Aubel: M1M3 = M2M4 e M1M3 ⊥M2M4.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Demonstrac¸a˜o: Consideremos os ve´rtices do quadrila´teroABCD como sendo nu´meros
complexos, em que o ve´rtice A coincide com a origem do plano Argand-Gauss (figura









, respectivamente. Enta˜o, 2a, 2b, 2c e 2d sa˜o os nu´meros
complexos associados aos afixos de B − A, C −B, D − C e A−D, respectivamente.
Figura 3.2 – Ve´rtice A na origem do plano complexo.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
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Da´ı, temos que:
2a+ 2b+ 2c+ 2d = 0⇒ a+ b+ c+ d = 0.
Como o ponto M1 e´ o centro do quadrado de lado AB, podemos obteˆ-lo percorrendo
este lado ate´ a metade, girando 90◦ e da´ı, percorrer ate´ o ponto M1, o qual equivale a`
metade do lado AB.
Considere m1 o nu´mero complexo associado ao afixo M1.
Enta˜o,
m1 = a+ a · (cos 90◦ + i · sen 90◦)⇒ m1 = a+ ai⇒ m1 = a(1 + i)
Seguindo o mesmo procedimento, temos:
m2 = 2a+ b(1 + i)
m3 = 2a+ 2b+ c(1 + i)





M2M4 e considere os nu´meros complexos x = m3−m1
e y = m4−m2 associados aos afixos dos pontos M3−M1 e M4−M2, respectivamente.










= a+ 2b+ c+ (c− a)i
y = m4 −m2 = 2a+ 2b+ 2c+ d(1 + i)−
[
2a+ b(1 + i)
]
= b+ 2c+ d+ (d− b)i
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Devemos mostrar que x e y teˆm o mesmo comprimento e que sa˜o ortogonais. Para
isto, basta mostrarmos que x = yi ou x− yi = 0 :
x− yi = a+ 2b+ c+ (c− a)i−
[
b+ 2c+ d+ (d− b)i
]
i
= a+ b+ c+ d− ai− bi− ci− di
= a+ b+ c+ d− (a+ b+ c+ d)i
= 0
Esta´ terminada a prova do Teorema de Van Aubel.
Agora sim, vamos provar um teorema, devido a [6], que consiste num caso similar ao
teorema de Van Aubel. Depois iremos provar outro resultado que tambe´m representa
uma variac¸a˜o destes teoremas, mostrado por [10].
Teorema 3.2 (Primeiro quadrila´tero iso-ortodiagonal associado ao octo´gono). Dado
um octo´gono (convexo ou na˜o) A1A2 . . . A8, e quadrados B1A1A2B2, B3A2A3B4, . . . ,
B15A8A1B16 constru´ıdos todos internamente ou todos externamente sobre os lados do
octo´gono, sendo M1, . . . , M8 os pontos me´dios de B2B3, B4B5, B6B7, . . . , B16B1,
respectivamente, enta˜o, se P1 e´ ponto me´dio de M1M5, P2 e´ ponto me´dio de M2M6,
P3 o ponto me´dio de M3M7 e P4 o ponto me´dio de M4M8, conclui-se que P1P2P3P4 e´
um quadrila´tero iso-ortodiagonal, isto e´, suas diagonais sa˜o congruentes e ortogonais
(figura 3.3).
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Figura 3.3 – Primeiro Quadrila´tero iso-ortodiagonal.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Demonstrac¸a˜o: Sejam aj, mj, bk e pi, com 1 ≤ i ≤ 4, 1 ≤ j ≤ 8 e 1 ≤ k ≤ 16, os




A2B2 = b2 − a2 e −−−→A2A1 = a1 − a2
Como
−−−→
A2B2 equivale a uma rotac¸a˜o de 90
◦ no vetor
−−−→
A2A1, no sentido anti-hora´rio,
temos:
b2 − a2 = (a1 − a2) · i
b2 = i · a1 − i · a2 + a2
b2 = i · a1 + a2 (1− i) (Ponto b2 em func¸a˜o de a1 e a2.)
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Escrevendo o ponto b3 em func¸a˜o de a2 e a3, temos:
−−−→
A2B3 = b3 − a2 e −−−→A2A3 = a3 − a2
Como
−−−→
A2B3 equivale a uma rotac¸a˜o de 90
◦ no vetor
−−−→
A2A3, no sentido hora´rio, enta˜o:
b3 − a2 = (a3 − a2) · (−i)
b3 = i · a2 − i · a3 + a2
b3 = a2(1 + i)− i · a3 (Ponto b3 em func¸a˜o de a2 e a3.)
De maneira ana´loga, escrevemos os demais ve´rtices dos quadrados externos em
func¸a˜o dos ve´rtices do octo´gno.





i a1 + a2 (1− i) + a2 (1 + i)− i a3
2
=
a2(1ZZ−i+ 1ZZ+i) + i a1 − i a3
2
=
2a2 + i a1 − i a3
2
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2a1 + i a8 − i a2
2
























2a1 − i a2 + i a4 + 2a5 − i a6 + i a8
4
Agora,
p3 − p1 = −2i a1 − 2a2 + 2i a3 + 2a4 − 2i a5 − 2a6 + 2i a7 + 2a8
4
p3 − p1 = −i a1 − a2 + i a3 + a4 − i a5 − a6 + i a7 + a8
2
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e
p4 − p2 = 2a1 − 2i a2 − 2a3 + 2i a4 + 2a5 − 2i a6 − 2a7 + 2i a8
4
=
a1 − i a2 − a3 + i a4 + a5 − i a6 − a7 + i a8
2
= (i) · −i a1 − a2 + i a3 + a4 − i a5 − a6 + i a7 + a8
2
= (i) · (p3 − p1)
Enta˜o, temos que o segmento P1P3, ale´m de ser congruente ao segmento P2P4, faz
um aˆngulo de 90◦ com o mesmo.
Teorema 3.3 (Segundo quadrila´tero iso-ortodiagonal associado ao octo´gono). Dado
um octo´gono (convexo ou na˜o) A1A2 . . . A8, e quadrados B1A1A2B2, B3A2A3B4, . . . ,
B15A8A1B16 constru´ıdos todos internamente ou todos externamente sobre os lados do
octo´gono, sendo C1, . . . , C8 os pontos centrais destes quadrados. Enta˜o, se P
′
1 e´ ponto
me´dio de C1C5, P
′
2 e´ ponto me´dio de C2C6, P
′
3 o ponto me´dio de C3C7 e P
′
4 o ponto








4 e´ um quadrila´tero iso-ortodiagonal, isto e´,
suas diagonais sa˜o congruentes e ortogonais (figura 3.4).
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Figura 3.4 – Segundo Quadrila´tero iso-ortodiagonal.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Demonstrac¸a˜o: Sejam aj, cj, dj, bk e pi os nu´meros complexos, com 1 ≤ i ≤ 4,
1 ≤ j ≤ 8, 1 ≤ k ≤ 16, cujas partes real e imagina´ria sa˜o as coordenadas de Aj, Cj,













⇒ −−−→D1A1 = a1 − a2
2
Agora, escrevendo C1 em func¸a˜o de a1 e a2, percebemos que
−−−→
D1C1 equivale a uma
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−−−→




















a1 + a2 + i · (a1 − a2)
2
(Ponto c1 em func¸a˜o de a1 e a2.)
De forma ana´loga, obtemos os pontos c2, c3, c4, c5, c6, c7 e c8.
c2 =
a2 + a3 + i · (a2 − a3)
2
(Ponto c2 em func¸a˜o de a2 e a3.)
c3 =
a3 + a4 + i · (a3 − a4)
2
(Ponto c3 em func¸a˜o de a3 e a4.)
c4 =
a4 + a5 + i · (a4 − a5)
2
(Ponto c4 em func¸a˜o de a4 e a5.)
c5 =
a5 + a6 + i · (a5 − a6)
2
(Ponto c5 em func¸a˜o de a5 e a6.)
c6 =
a6 + a7 + i · (a6 − a7)
2
(Ponto c6 em func¸a˜o de a6 e a7.)
c7 =
a7 + a8 + i · (a7 − a8)
2
(Ponto c7 em func¸a˜o de a7 e a8.)
c8 =
a8 + a1 + i · (a8 − a1)
2
(Ponto c8 em func¸a˜o de a8 e a1.)





a1 + a2 + a5 + a6 + i · (a1 − a2 + a5 − a6)
4
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a4 + a5 + a8 + a1 + i · (a4 − a5 + a8 − a1)
4
Agora,
p′3 − p′1 =
( −a1 − a2 + a3 + a4 − a5 − a6 + a7 + a8+




p′4 − p′2 =
(
a1 − a2 − a3 + a4 + a5 − a6 − a7 + a8+




( −a1 − a2 + a3 + a4 − a5 − a6 + a7 + a8+
+i (−a1 + a2 + a3 − a4 − a5 + a6 + a7 − a8)
)
4
= (i) · (p′3 − p′1)
Portanto, temos que o segmento P ′1P
′





faz um aˆngulo de 90◦ com o mesmo.
Por fim, estabeleceremos agora um resultado que relaciona os dois quadrila´teros
constru´ıdos nos dois teoremas provados, que julgamos ser um resultado novo.
Teorema 3.4 (Uma relac¸a˜o entre os dois quadrila´teros). Seja um octo´gono qualquer
A1A2 . . . A8, e quadrados B1A1A2B2, B3A2A3B4, . . . , B15A8A1B16 constru´ıdos todos
externamente sobre os lados do octo´gono. Os quadrila´teros iso-ortodiagonais cons-
tru´ıdos, um a partir dos pontos me´dios dos segmentos MkMk+4, com k = 1, 2, 3, ou 4,
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dos ve´rtices B2jB2j+1 dos quadrados, com 1 ≤ j ≤ 8, considerando B17 = B1; e o outro
dos pontos me´dios do segmento CiCi+4 dos quadrados, com i = 1, 2, 3, ou 4; o aˆngulo
formado entre qualquer diagonal de um quadrila´tero com qualquer diagonal do outro
quadrila´tero e´ de 45◦ (figuras 3.5 (a) e (b)).
(a) Octo´gono. (b) Destaque dos quadrila´teros e do
aˆngulo.
Figura 3.5 – Ilustrac¸a˜o do teorema 3.4.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Antes da demonstrac¸a˜o, observe que, na figura 3.5 (b), as diagonais de ambos os
quadrila´teros iso-ortodiagonais se interceptam num mesmo ponto. Nesta dissertac¸a˜o,
na˜o iremos provar este fato. Ficaremos com o trabalho de mostrar que o aˆngulo entre
a diagonal de um quadrila´tero e a diagonal do outro vale 45◦. O ponto comum das
diagonais de ambos os quadrila´teros sera´ tema de futuras pesquisas que podera˜o ser
continuadas a partir desta dissertac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o: Para a prova deste teorema, necessitamos mostrar que a tangente
do aˆngulo entre quaisquer diagonais de um quadrila´tero e de outro e´ igual a 1.
Valendo-se das mesmas notac¸o˜es do teorema 3.2, temos:
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p1 =
i a1 + 2a2 − i a3 + i a5 + 2a6 − i a7
4
=
2(a2 + a6) + i (a1 − a3 + a5 − a7)
4
p2 =
i a2 + 2a3 − i a4 + i a6 + 2a7 − i a8
4
=
2(a3 + a7) + i (a2 − a4 + a6 − a8)
4
p3 =
−i a1 + i a3 + 2a4 − i a5 + i a7 + 2a8
4
=
2(a4 + a8) + i (a3 − a5 + a7 − a1)
4
p4 =
2a1 − i a2 + i a4 + 2a5 − i a6 + i a8
4
=
2(a5 + a1) + i (a4 − a6 + a8 − a2)
4
Chamando de xi e de yi, respectivamente, as partes reais e as partes imagina´rias
de ai+1 + ai+5, em que convencionamos que a9 = a1, temos:
a2 + a6 = x1 + i y1 (3.1)
a3 + a7 = x2 + i y2 (3.2)
a4 + a8 = x3 + i y3 (3.3)
a5 + a1 = x4 + i y4 (3.4)
Alteramos as equac¸o˜es para:
p1 =
2(x1 + i y1) + i
[




2x1 + y2 − y4 + i (−x2 + x4 + 2y1)
4
p2 =
2(x2 + i y2) + i
[




2x2 + y3 − y1 + i (x1 − x3 + 2y2)
4
p3 =
2(x3 + i y3) + i
[




2x3 + y4 − y2 + i (x2 − x4 + 2y3)
4
p4 =
2(x4 + i y4) + i
[




2x4 + y1 − y3 + i (−x1 + x3 + 2y4)
4
Agora, obtendo o coeficiente angular (m1) da reta suporte da diagonal P1P3, sem
perda de generalidade, temos:
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m1 =
x2 − x4 + 2y3 − (−x2 + x4 + 2y1)
2x3 − y2 + y4 − (2x1 + y2 − y4)
m1 =
A2(x2 − x4 − y1 + y3)
A2(−x1 + x3 − y2 + y4)
m1 =
x2 − x4 − y1 + y3
−x1 + x3 − y2 + y4 (3.5)
Fazendo:
x2 − x4 − y1 + y3 = r (3.6)
−x1 + x3 − y2 + y4 = s (3.7)




























a4 + a5 + a8 + a1 + i · (a4 − a5 + a8 − a1)
4
Nas quais, pelas equac¸o˜es 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, tornam-se:
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p′1 =
x1 + x4 + y1 − y4 + i (−x1 + x4 + y1 + y4)
4
p′2 =
x1 + x2 + y2 − y1 + i (−x2 + x1 + y2 + y1)
4
p′3 =
x2 + x3 + y3 − y2 + i (−x3 + x2 + y3 + y2)
4
p′4 =
x3 + x4 + y4 − y3 + i (−x4 + x3 + y4 + y3)
4







x2 − x3 + y2 + y3 − (−x1 + x4 + y1 + y4)
x2 + x3 + y3 − y2 − (x1 + x4 + y1 − y4)
m2 =
Equac¸a˜o 3.6︷ ︸︸ ︷
(x2 − x4 − y1 + y3)−
Equac¸a˜o 3.7︷ ︸︸ ︷
(−x1 + x3 − y2 + y4)
(x2 − x4 − y1 + y3)︸ ︷︷ ︸
Equac¸a˜o 3.6
+ (−x1 + x3 − y2 + y4)︸ ︷︷ ︸
Equac¸a˜o 3.7
(3.9)





Utilizando as equac¸o˜es 3.8 e 3.10 e a fo´rmula do aˆngulo entre duas retas, temos
como descobrir o aˆngulo θ entre as retas de coeficientes angulares m1 e m2, logo:
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tan θ =

























∣∣∣∣r2 + s2s2 + r2
∣∣∣∣
tan θ = |1|
∴ θ = 45◦




Embora a Matema´tica esteja dividida em va´rios ramos, como geometria e a´lgebra,
por exemplo, a beleza dela tambe´m pode ser encontrada na “mistura” destes ramos,
em que existe a possibilidade de utilizar-se de um para demonstrar certo teorema do
outro, entrelac¸ando-os. Ale´m do mais, com o uso de softwares, como por exemplo
o GeoGebra, e´ nos proporcionada a visualizac¸a˜o mais ra´pida de alguns resultados
de teoremas, principalmente os que envolvem geometria, que antes eram de dif´ıcil
percepc¸a˜o por falta de precisa˜o ao se constru´ırem determinadas figuras. Todavia, e´
necessa´rio provar, por meios matema´ticos, que tais resultados produzidos no software
sa˜o verdadeiros.
Logo, o desenvolvimento desta pesquisa dispoˆs-se a analisar e demonstrar, de forma
alge´brica, duas propriedades de dois quadrila´teros constru´ıdos por meio de um octo´gono
qualquer. A primeira, que as diagonais sa˜o de mesmo comprimento; e a segunda, que
tais diagonais formam um aˆngulo reto entre si, para ambos os quadrila´teros. Da´ı o
nome quadrila´tero iso-ortodiagonal. Acrescentamos a estes conhecimentos o fato
de o aˆngulo entre as diagonais dos dois quadrila´teros ser de 45◦.
Tomamos como base a demonstrac¸a˜o do teorema de Van Aubel por meios alge´bricos,
que se utiliza de vetores e essencialmente de nu´meros complexos.
O software GeoGebra nos foi de grande serventia, no que diz respeito a visualizac¸a˜o
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do que dev´ıamos demonstrar, o qual viabiliza agilidade e precisa˜o na construc¸a˜o do
octo´gono qualquer e dos quadrila´teros, bem como a manipulac¸a˜o da construc¸a˜o para
analisa´-la; facilitando tanto a ampliac¸a˜o de certas partes da figura, como a alterac¸a˜o
do formato do octo´gono para averiguar poss´ıveis propriedades.
Haja vista a abrangeˆncia de novas propriedades, percebidas ao manipular um dos
ve´rtices do octo´gono com o uso do software GeoGebra, para futuros projetos pode-se
pensar na demonstrac¸a˜o de que as diagonais dos quadrila´teros, um constru´ıdo seguindo
as orientac¸o˜es do teorema 3.2, e o outro constru´ıdo a partir das orientac¸o˜es do teorema
3.3, se interceptam em um mesmo ponto.
Sendo assim, ao finalizarmos a demonstrac¸a˜o das duas propriedades dos quadrila´teros
iso-ortodiagonais e determinarmos o aˆngulo entre suas diagonais, esperamos ter insti-
gado e contribu´ıdo, para os leitores, o qua˜o podemos associar a geometria e a a´lgebra
na demonstrac¸a˜o de teoremas.
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Apeˆndice A
Construc¸a˜o por Re´gua e Compasso
Neste cap´ıtulo, vamos inicialmente expor novamente o teorema 3.2 devido a [6] de
um quadrila´tero iso-ortodiagonal e a seguir detalharemos a construc¸a˜o deste por meio
de re´gua e compasso.
Teorema A.1 (Teorema 3.2). Dado um octo´gono (convexo ou na˜o) A1A2 . . . A8, e
quadrados B1A1A2B2, B3A2A3B4, . . . , B15A8A1B16 constru´ıdos todos internamente
ou todos externamente sobre os lados do octo´gono, sendo C1, . . . , C8 os pontos me´dios
de B2B3, B4B5, B6B7, . . . , B16B1, enta˜o, se P1 e´ ponto me´dio de C1C5, P2 e´ ponto
me´dio de C2C6, P3 e´ ponto me´dio de C3C7 e P4 e´ ponto me´dio de C4C8, conclui-se que
P1P2P3P4 e´ um quadrila´tero iso-ortodiagonal, isto e´, suas diagonais sa˜o congruentes e
ortogonais.
No entanto, antes de comec¸ar a descrever os passos, faz-se necessa´ria a cieˆncia de
algumas definic¸o˜es.
Segundo [9], ao definir pontos colineares, sejam treˆs pontos quaisquer no plano, por
exemplo A, B e C. Se o ponto A estiver sobre a reta que conte´m os outros dois pontos,
enta˜o, diremos que estes pontos sa˜o colineares; caso contra´rio, diremos que A, B e C
sa˜o na˜o colineares.
Para uma forma mais dida´tica, dividiremos em quatro etapas; as quais ajudaram o
leitor a acompanhar o racioc´ınio da construc¸a˜o.
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Etapa 1) Construc¸a˜o do octo´gono:
Marcando-se os pontos distintos A1, A2, . . . , A8, trac¸a-se um segmento de reta
do ponto A1 ate´ o ponto A2. Do ponto A2, trac¸a-se um segmento de reta ate´ o
ponto A3, e assim por diante, ate´ o ponto A8; do ponto A8 trac¸a-se um segmento
de reta ate´ o ponto A1, fechando o octo´gono.




Figura A.1 – Octo´gono qualquer.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Etapa 2) Quadrado externo a cada lado do octo´gono:
Nos ve´rtices do octo´gono da etapa 1, vamos construir retas perpendiculares aos
lados do pol´ıgono.
Prolongando o lado A1A2, centra-se a ponta seca do compasso no ve´rtice A1 (ou
no ve´rtice A2) e com uma abertura qualquer, de tal sorte, marcam-se os pontos
N e Q que sa˜o interceptac¸o˜es no prolongamento do lado A1A2. Em seguida, sem
perda de generalidade, com a ponta seca do compasso no ponto N e uma abertura
maior do que a distaˆncia NA1, trac¸a-se uma circunfereˆncia, depois centra-se a
ponta seca do compasso no ponto Q e com a mesma abertura, trac¸a-se uma
outra circunfereˆncia, de tal sorte, que intercepta a primeira. No cruzamento das
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circunfereˆncias, marca-se o ponto R. Agora, com uma re´gua trac¸a-se uma reta t
que passa pelos pontos R e A1 (figura A.2).
Figura A.2 – Construc¸a˜o da reta t perpendicular a` A1A2.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Feita a reta t perpendicular ao lado A1A2, vamos construir o quadrado externo a
este lado. Com a ponta seca do compasso centralizada no ve´rtice A1 e abertura
igual ao segmento A1A2, marca-se o ponto B1 na reta t, como a distaˆncia entre
A1B1 e´ igual ao lado A1A2 temos dois lados do quadrado que iremos construir.
Transferindo a ponta seca do compasso, e permanecendo com a mesma abertura,
para o ve´rtice A2 e em seguida para o ponto B1, trac¸am-se duas circunfereˆncias
sobre o lado A1A2, de tal sorte, que elas se interceptam, marcando o ponto B2
(figura A.3).
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Figura A.3 – Ve´rtices do quadrado A1A2B2B1.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Por fim, com o uso da re´gua trac¸am-se os segmentos B1B2 e B2A2, formando
assim o quadrado A1B1B2A2 externo ao lado A1A2 do octo´gono (figura A.4).
Figura A.4 – Quadrado externo ao lado A1A2.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
De maneira ana´loga sa˜o constru´ıdos os quadrados A2B3B4A3, A3B5B6A4,
A4B7B8A5, A5B9B10A6, A6B11B12A7, A7B13B14A8 e A8B15B16A1 externos, res-
pectivamente, aos lados A2A3, A3A4, A4A5, A5A6, A6A7, A7A8 e A8A1. Con-
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cluindo a construc¸a˜o do quadrado externo a cada lado do octo´gono (figura A.5).
Figura A.5 – Quadrado externo ao lado do octo´gono.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Etapa 3) Segmento de reta que passa pelos pontos me´dio entre os ve´rtices B1B16 e B8B9:
Sejam os ve´rtices Bi, com 1 ≤ i ≤ 16, vamos construir o ponto me´dio entre Bi
e Bi+1, em que tais ve´rtices na˜o pertenc¸am a um mesmo quadrado. Lembrando
que B16 construira´ o ponto me´dio com B1.
Enta˜o, sejam os ve´rtices B2 e B3, que pertencem a quadrados adjacentes, for-
mando o segmento B2B3. Com a ponta seca do compasso em B2, e depois em
B3, e abertura do tamanho da distaˆncia B2B3, trac¸am-se duas circunfereˆncias, de
tal sorte, que se interceptam marcando os pontos F1 e F2. Com o uso da re´gua
trac¸a-se sobre B2B3 a reta s que passa pelos pontos F1 e F2. Na intersecc¸a˜o entre
B2B3 e s, temos o ponto me´dio M1 (figura A.6).
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Figura A.6 – Ponto me´dio entre B2B3.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Da mesma maneira descrita anteriormente, constroem-se os pontos me´dios M2,
M3, M4, M5, M6, M7 e M8 dos segmentos B4B5, B6B7, B8B9, B10B11, B12B13,
B14B15 e B16B1, respectivamente (figura A.7).
Figura A.7 – Ponto me´dio entre os ve´rtices de quadrados adjacentes.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Tendo os pontos me´dios Mj, com 1 ≤ j ≤ 8, com o uso da re´gua, trac¸a-se o
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segmento MjMj+4 (figura A.8).
Figura A.8 – Segmentos MjMj+4.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Etapa 4) Quadrila´tero iso-ortodiagonal:
A partir da construc¸a˜o dos segmentos MjMj+4, trac¸amos o ponto me´dio Pk, com
1 ≤ k ≤ 4, de tais segmentos conforme foi descrito na Etapa 3). Com o uso da
re´gua trac¸am-se os lados do quadrila´tero iso-ortodiagonal de ve´rtices P1, P2, P3
e P4, com diagonais P1P3 e P2P4 (figura A.9).
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Figura A.9 – Quadrila´tero iso-ortodiagonal.
Fonte: O pro´prio autor com o uso do software GeoGebra.
Na figura A.9, o quadrila´tero sombreado de cinza, percebe-se que ambas diagonais
P1P3 e P2P4 medem o mesmo valor, e ainda, que o aˆngulo formado entre elas e´
reto. Portanto, com essas propriedades descritas tem-se um quadrila´tero chamado
de quadrila´tero iso-ortodiagonal.
59
